
Cours 5: 

Problème parabolique transitoire 1D et 2D
et éléments finis



Problème parabolique 1D et éléments finis

O                                  L

La température T = u(x,t) est alors donnée par l’équation de la chaleur:

t = 0

t > 0



Problème parabolique 1D et éléments finis

Solution par la méthode des différences finies: soit N un entier positif, 

pNous prenons ρc  = 1 et L = 1 et cherchons la fonction u(x,t) satisfaisant:

i i iNous posons h = 1/(N+1) et x  = ih pour i = 0 à N+1 et u (t) une approximation de u(x ,t). 
Le schéma en différences finies s'écrit:

iLes fonctions u (t), i=1 à N, sont les inconnues du pb.



Problème parabolique 1D

Nous obtenons une semi-discrétisation en espace du pb de la chaleur.

Le schéma différentiel s’écrit:



Problème parabolique 1D et éléments finis
Schéma d’Euler progressif:
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Schéma d’Euler progressif:

2

klongueur de diffusion pdt τ:  2Dτ  avec D = = k ici car  ρCp 1
ρCp

hcondition de stabilité: 2kτ   h soit  τ , i.e la longueur de diffusion
2k

de la chaleur pendant  doit rester inférieure au pas d'espaτ

=

≤ ≤

ce h.
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La dérivée temporelle est prise en tn+1:

La matrice I + τA est tridiagonale et définie positive car A l’est est τ > 0 : on la 
décomposera par la méthode de Cholesky en LLt pour l’inverser.

Ce schéma est implicite (il faut inverser I + τA) mais inconditionnellement stable. La 
résolution en temps dans Abaqus se fait en schéma implicite.

NB: on peut aussi utiliser des schémas mixtes ou de Runge-Kutta.

Schéma d’Euler rétrograde:



Problème parabolique 1D et éléments finis
Eléments finis 1D: formulation faible
On travaille sur [0,1] puisque L = 1.

On multiplie par une fonction v(x) à dérivée continue par morceaux sur [0,1] et vérifiant 
v(0)=v(1)=0 (e.v V) puis on intègre de 0 à 1:

On utilise une intégration par parties du second terme pour obtenir la formulation 
faible du pb:

On cherche donc u(x,t) telle que pour tout v de V (de dimension infinie), l’équation 
ci-dessus soit vérifiée.



Problème parabolique 1D et éléments finis
Eléments finis: approximation de Galerkin

On considère le sous espace vectoriel Vh de V engendré par les N fonctions ϕ1, ϕ2, …
ϕN pour obtenir l’approximation de Galerkin: trouver uh(x,t) de Vh (de dimension finie) 
telle que pour tout vh de Vh:

avec la condition initiale uh(x,0) = wh(x) où wh(x) est l’approximation de w(x) dans Vh.
Nous développons uh(x,t) dans la base Vh:

N

h i i
i=1

u (x,t) = u (t)φ (x)  ∑
L’équation ci-dessus doit être vérifiée pour tout vh(x) de Vh i.e. pour tous les ϕj :

que l’on réécrit sous la forme matricielle:



Problème parabolique 1D et éléments finis
Eléments finis: matrices de rigidité et de masse



Problème parabolique 1D et éléments finis
Eléments finis: traitement de la C.I. (condition initiale):

hla solution initiale u(x,0)=w(x) est projetée sur la base de Vh et devient w (x):



Problème parabolique 1D et éléments finis
Discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis

La résolution temporelle peut être réalisée par un schéma d’Euler progressif:

M n’étant pas diagonale, il faut l’inverser: le schéma progressif n’est pas explicite.



Problème parabolique 1D et éléments finis
Mass lumping sur la matrice M

 calculer la matrice pour des fonctions chapeaux linéaires 1D
et appliquer le mass lumping sur cette matrice.
Exo 5a :

ii

ij,j ì ii

ii ij
1

Mass lumping sur la matrice M: sommer tous les termes d'une ligne i sur M  et rendre 
ainsi M diagonale (acceptable si les M  sont très petits devant les M )

M  M  
N

j

≠

=

←∑



Problème parabolique 1D et éléments finis

Eléments finis: schéma mixte de Crank-Nicholson, moyenne des schémas 
d’Euler progressif et rétrograde (d’ordre 2 en ∆t = τ)

La résolution temporelle par un schéma mixte:



Problème parabolique 2D et éléments finis



Problème parabolique 2D et éléments finis

11 12 2

21 22

Cas de la chaleur avec une conductivité thermique anisotrope:
k (x,t) k (x,t)

A =  avec  J =-A T = flux de chaleur en W/m
k (x,t) k (x,t)

Téquation de la chaleur:  ρCp  + div(-A T) = f(x,t)
t

 
∇ 

 

∂
∇

∂

2Cas où A = I :



Problème parabolique 2D et éléments finis

h i

 du pb parabolique en 2D qui mènera à un système différentiel en
temps. On commence par définir u (x,t) approximation de u(x,t) sur la base des φ :
Semi - discrétisation spatiale

Puis on intégre par partie en utilisant la relation:



Problème parabolique 2D et éléments finis

On définit alors les matrices de masse M et de rigidité A et le vecteur f:

Pour obtenir le système différentiel:

que l’on résoudra par des schémas temporels d’Euler (progressif ou rétrograde) 
ou de Cranck-Nicholson (schéma mixte).



Problème parabolique 2D et éléments finis
Exemple: pb parabolique suivant sur le carré unité  de frontière .Ω ∂Ω



Problème parabolique 2D et éléments finis

h iTriangulation  et fonctions de base φ (fct linéaires par morceaux):
cf. cours 4 (pb elliptique 2D)

τ



Problème parabolique 2D et éléments finis

ij i j
Ω

La matrice de rigidité A, A = φ φ dV, est nona-diagonale pour L = 4: cf. cours 4∇ ∇∫



Problème parabolique 2D et éléments finis

ij i j
Ω

Matrice de masse M, M = φ φ dV est nona-diagonale pour L = 4.

Sa demi-largeur de bande est 5.

∫

Le mass lumping sur M donne: 2M h I≈

 calculer la matrice de masse M pour L = 4 (h h)
et appliquer le mass lumping sur cette matrice.

=Exo 5b : 



Mercredi 29 Octobre: cours 6
Problèmes de convection-diffusion et éléments finis 1D

Mercredi 5 Novembre : introduction à Abaqus

Mercredi 12 Novembre: propé1 de 15h15 à 17h (aucun 
document), présence obligatoire (examen)

NB: 1/3 temps supplémentaire pour certains étudiants
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